Olimpiada  Na^ionala  de  Matematica 
Etapa  Jude^eana  §i  a  Municipiului  Bucure§ti,  10  martie  2018 

CLASA  a  V-a,  varianta  2 


Problema  1.  Vlad,  Luca  si  Adina  au  cumparat  de  la  o  librarie  rechizite  in  valoare  totala  de  118 
lei.  Vlad  a  cumparat  5  pixuri,  4  caiete  §i  3  cutii  cu  creioane  colorate,  Luca  a  cumparat  7  pixuri,  3 
caiete  §i  4  cutii  cu  creioane  colorate,  iar  Adina  a  cumparat  8  pixuri,  7  caiete  §i  7  cutii  cu  creioane 
colorate. 

§tiind  ca  Luca  a  platit  cu  5  lei  mai  mult  decat  Vlad,  iar  Adina  cu  4  lei  mai  putin  decat  Vlad  §i 
Luca  la  un  loc,  aflati  cat  costa  un  creion,  cat  costa  un  caiet  si  cat  costa  o  cutie  cu  creioane  colorate. 

Soluble.  Folosim  rnetoda  grafica  pentru  a  afla  sunrele  platite  de  fiecare  copil.  in  reprezentarea  de 
mai  jos,  p  este  surna  platita  de  Vlad: 
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p  +  p  +  5  +  2p+l  =  118,  de  unde  p  =  28,  deci  Vlad  a  platit  28  de  lei,  Luca  a  platit  33  de  lei,  iar 

Adina  57  de  lei  .  .  2p 

Folosim  rnetoda  comparatlei  pentru  a  afla  pretifl  fiecarui  tip  de  rechizite: 

5  pixuri .  4  caiete .  3  cutii  cu  creioane .  28  lei 

7  pixuri .  3  caiete .  4  cutii  cu  creioane .  33  lei 

8  pixuri .  7  caiete .  7  cutii  cu  creioane .  57  lei 

Adunand  primele  doua  relatdi  obtinem 

12  pixuri .  7  caiete .  7  cutii  cu  creioane .  61  lei 


.  Ip 

Comparand  cu  a  treia  relate  §i  efectuand  difererfla,  obtinem  ca  4  pixuri  costa  4  lei,  deci  un  pix 

costa  1  leu .  .  IP 

Inlocuind  in  primele  doua  relatli,  obtinem: 

4  caiete .  3  cutii  cu  creioane .  23  lei 

3  caiete .  4  cutii  cu  creioane .  26  lei 

Pentru  a  aduce  la  acela§i  termen  de  comparable,  vom  egala  numarul  de  caiete,  mmultind  cu  3 
prima  relate  §i  cu  4  pe  cea  de-a  doua: 

12  caiete .  9  cutii  cu  creioane .  69  lei 

12  caiete .  16  cutii  cu  creioane .  104  lei 


Obtinem  ca  7  cutii  cu  creioane  costa  35  de  lei,  deci  o  cutie  cu  creioane  costa  5  lei  .  Ip 

Inlocuind  intr-una  dintre  relatii,  obtinem  ca  un  caiet  costa  2  lei  .  Ip 


Problema  2.  Surna  a  15  numere  naturale  consecutive  este  un  nunrar  cu  c-ifre  diferite,  printre 
care  se  afla  cifrclc  0,  1,  2  §i  4.  Care  este  cel  mai  mic  numar  posibil  dintre  celc  15  numere? 
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Soluble.  Daca  n  este  ccl  mai  mic  numar  cautat,  atunci  cele  15  numere  consecutive  din  enunf  sunt 

n,  n  +  1,  n  +  14,  a  caror  suma  S  este  egala  cu  1 5n  +  105,  adica  S  —  3  •  5  •  (n  +  7)  .  3p 

Intrucat  suma  S  este  divizibila  cu  3,  suma  cifrelor  lui  S  este,  la  randul  ei,  divizibila  cu  3.  Cum 
0,  1,  2  §i  4  sunt  cifre  ale  lui  S',  iar  0+l+2+4=7  nu  se  divide  cu  3,  rezulta  ca  S  mai  are  cel  putin 
inca  o  cifra,  diferita  de  0,  1,  2  §i  4.  Conditiile  de  minim  §i  de  divizibilitate  cu  3  conduc  la  faptul  ca 

S  mai  are  o  singura  alta  cifra,  egala  cu  5  .  2p 

Cel  mai  mic  numar  de  forma  15  (n  +  7)  care  se  scrie  cu  cifrelc  0,  1,  2,  4  si  5  este  10  245,  pentru 
care  se  obtine  n  —  676  .  2p 

Problema  3.  Determinate  numerele  de  forma  abed  care  indeplinesc  simultan  urmatoarele  conditii: 

a)  suma  patratelor  cifrelor  este  divizibila  cu  4; 

b)  restul  imparfirii  numarului  abed  la  c  este  7. 

Solufte.  Patratul  unui  numar  natural  este  de  forma  4 k  sau  Ak  +  1  .  Ip 

a2  +  b2  +  c2  +  d2  este  divizibil  cu  4  daca  a,  6,  c,  d  au  aceea§i  paritate  .  Ip 

Din  teorema  imparfirii  cu  rest  exista  numerele  naturale  q  §i  r  astfcl  incat  abed  =  c-  g  +  7§i7<c, 

deci  c  =  8  sau  c  =  9  .  Ip 

Daca  c  =  8,  toate  cifrele  sunt  pare  §i  abed  =  8q  +  7,  imposibil,  deoarece  membrul  stang  este  par, 

iar  membrul  drept  este  impar  .  Ip 

Daca  c  =  9,  toate  cifrele  sunt  impure  §i,  cum  ab9d,  da  restul  7  la  imparfirea  cu  9,  rezulta  ca 
a  +  b  +  d  +  9  este  un  numar  par  care  da  restul  7  la  imparfirea  cu  9;  se  obtine  ca  a  +  b  +  d  poate  fi  7 

sau  25  .  .  IP 

Pentru  a  +  6  +  d  =  7se  oblpn  solutiilc  1393,  3193,  3391,  1195,  1591  §i  5191  .  Ip 

Pentru  a  +  b  +  d  =  25  se  obtin  solutiile  7999,  9799  §i  9997  .  Ip 

Problema  4.  Intr-o  cutie  se  afla  50  de  cartona§e  pe  care  sunt  scrise  primclc  100  de  numere 
naturale  nenule,  astfcl:  pe  primul  cartona§  sunt  scrise  numerele  1  (pe  o  parte)  §i  2  (pe  cealalta 
parte),  pe  al  doilea  cartona§  sunt  scrise  numerele  3  (pe  o  parte)  §i  4  (pe  cealalta  parte)  §i  a§a  mai 

departe,  pana  la  al  50-lea  cartona§,  pe  care  sunt  scrise  numerele  99  (pe  o  parte)  §i  100  (pe  cealalta 

parte) . 

Eliza  scoate  patru  cartona§e  din  cutie  §i  calculeaza  suma  celor  opt  numere  scrise  pe  cle.  Cate 
surne  distincte  poate  obtine  Eliza? 

Solufie.  Sumele  celor  doua  numere  de  pe  fiecare  cartona§  sunt:  3,  7,  11,  15,  ...,  195,  199,  aclica 

numerele  de  forma  Ak  —  1,  unde  k  este  un  numar  natural  care  ia  valori  intre  1  §i  50  .  2p 

Daca  4a  —  1,  Ab  —  1,  4c  —  1  §i  Ad  —  1  sunt  sumele  de  pe  cele  4  cartona§e,  suma  totala  este 
4 (a  +  b  +  c  +  d)  —  4,  deci  problema  se  reduce  la  a  calcula  numarul  de  valori  pe  care  le  poate  lua  suma 
a  patru  numere  naturale  nenule  a  <  b  <  c  <  d,  cuprinse  intre  1  §i  50. 

Suma  minima  este  1  +  2  +  3  +  4  =  10,  iar  suma  maxima  este  47  +  48  +  49  +  50  =  194  .  Ip 

Vom  arata  ca  fiecare  suma  a  +  b  +  c  +  d,  poate  lua  toate  valorilc  de  la  10  la  194,  adica  in  total  185 
de  valori.  Astfcl  avem: 

•  sumele  de  la  10  la  56  se  obtain  pentru  a  —  1,  b  —  2,  c  —  3  §i  d  luand  valori  de  la  4  la  50: 

1  +  2  +  3  + 4,  1  +  2  +  3  + 5,  1  +  2  +  3  + 6,  ...,1  +  2  +  3  +  50 

•  sumele  de  la  57  la  102  se  obtin  pentru  a  —  1,  b  —  2,  d  —  50  §i  c  luand  valori  de  la  4  la  49: 
1  +  2  +  4  +  50,  1  +  2  +  5  +  50,  1  +  2  +  6  +  50,  ...,  1  +  2  +  49  +  50 


9 


•  sumele  de  la  103  la  148  se  obtin  pentru  a  —  1,  c  =  49,  d  —  50  §i  b  luand  valori  de  la  3  la  48: 

1  +  3  +  49  +  50,  1  +  4  +  49  +  50,  1  +  5  +  49  +  50,  ...,  1  +  48  +  49  +  50 

•  sumele  de  la  149  la  194  se  obtin  pentru  b  =  48,  c  =  49,  d  =  50  §i  a  luand  valori  de  la  2  la  47: 

2  +  48  +  49  +  50,  3  +  48  +  49  +  50,  4  +  48  +  49  +  50,  ...,  47  +  48  +  49  +  50 

In  concluzie,  Eliza  poate  obtsine  185  de  sume  diferite,  §i  anume  toate  numerele  cnprinse  intre 
4  •  10  —  4  =  36  §i  4  •  194  —  4  =  772,  numarate  din  4  in  4  .  4p 


